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講義内容 
・連立一次方程式の求解法

・精度混合型 Krylov 部分空間反復法

・レポート課題について 
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連立一次方程式の求解法 
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自然現象・工学現象の解析 

自然現象・工学現象 

偏微分方程式の
初期値・境界値問題 

モデル化 

連立一次方程式
Ax = b

方程式の求解 

偏微分方程式の近似解 
解析 

連立一次方程式は様々な分野における
数値シミュレーションで現れ，
計算時間の大部分が求解に費やされている 
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連立一次方程式 
連立一次方程式：Ax = b

連立一次方程式は様々な分野における
数値シミュレーションで現れ，
計算時間の大部分が求解に費やされている 
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直接解法と反復解法 
直接解法 

Gauss消去法，LU分解など 
1) 係数行列 A を変形するため，非零要素数が増大

　　　　　　　係数行列の疎性が利用出来ない
2) 有限回の演算で必ず解くことが出来る 

Krylov部分空間反復法 
反復解法 

1) 必要な演算は係数行列 A とベクトルの積，内積など
　　　　　　　　　係数行列の疎性がそのまま使える
2) 問題によっては多くの反復回数を要することがある 
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Krylov部分空間反復法 

Krylov部分空間： 
近似解の生成条件 

残差ベクトル 

連立一次方程式 Ax = b の近似解生成 

…

Krylov部分空間法の概念図． 
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Hermite行列に対する解法 
1.  係数行列が Hermite行列（A = AH）の場合 

・共役勾配法（Conjugate Gradient method: CG法）
・共役残差法（Conjugate Residual method: CR法）
・最小残差法（Mininal Residual Method: MINRES法） 

係数行列の Hermite性を使うことで
短い漸化式（計算量が少ない）

アルゴリズムが導出できる 

補足：Hermite行列 
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Hermite行列に対する解法 

共役勾配法（CG法） 

行列ベクトル積 
内積 

内積 

ベクトルの定数倍と加算 

ベクトルの定数倍と加算 
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非Hermite行列に対する解法 
2.  係数行列が 非Hermite行列（          ）の場合 

・双共役勾配法（Bi-Conjugate Gradient: BiCG法）
・自乗共役勾配法（Conjugate Residual Squared: CGS法）
・双共役勾配安定化法（BiCG Stabilization: BiCGSTAB法） 

残差の双直交条件から導出されるる解解法法 

計算量は少ないが，残差は単調減少しない 

残差の最小条件から導出されるる解解法法 
・一般化共役残差法（Generalized Conjugate Residual: GCR法）
・一般化最小残差法（Generalized Minimal Residual: GMRES法） 

残差は単調減少するが，長い漸化式が必要 
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非Hermite行列に対する解法 

双共役勾配法（BiCG法） 

行列ベクトル積 
内積 
ベクトルの定数倍と加算 
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非Hermite行列に対する解法 

・行列ベクトル積は1反復あたり1回
・長い漸化式を使うため多くのメモリが必要
・リスタートにより演算量とメモリ量を削減 

一般化共役残差法（GCR法） 
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反復法の収束特性 
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反復法の相対残差履歴
：BiCG法， ：CGS法， ：BiCGSTAB法， ：GCR法 
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複素対称行列に対する解法 

3.  係数行列が複素対称行列（                 ）の場合 

・共役直交共役勾配法
　（Conjugate Orthogonal Conjugate Gradient: COCG法） 

係数行列が複素対称行列の場合は，
1反復あたり1回の行列ベクトル積で，
かつ短い漸化式で計算ができる 

補足：複素対称行列 
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複素対称行列に対する解法  

共役直交共役勾配法（COCG法） 

行列ベクトル積 
内積 

内積 

ベクトルの定数倍と加算 

ベクトルの定数倍と加算 
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疎行列が現れる例 
2次元 Poisson 問題 

は既知の関数． 

 をx, y 方向に (M+1)等分し，5点中心差分で離散化 

M M行列をもつ連立一次方程式に帰着 
行列の要素数：M4 個
非零要素の数：5M2 - 4M 個 
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疎行列の格納形式 
Compressed Row Storage (CRS) 形式

非零要素を行方向に探索 

非零要素を格納する配列 
非零要素の列番号を格納 
各行の先頭の非零要素が格納
されている場所を指し示す配列 
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疎行列の格納形式 
Compressed Column Storage (CCS) 形式

非零要素を列方向に探索 

非零要素を格納する配列 
非零要素の行番号を格納 
各列の先頭の非零要素が格納
されている場所を指し示す配列 
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CRS形式の行列ベクトル積 
行列 A とベクトル x の積 y = Ax

Fortran Code
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CCS形式の行列ベクトル積 
行列 A とベクトル x の積 y = Ax

Fortran Code
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行列ベクトル積の並列化 
・CRS形式の場合の y = Ax の計算 

各プロセスで分散
してデータを保持する 

全てのプロセス
で保持する 

MPI_Gather で
Proc. 0 に集める 
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行列ベクトル積の並列化 

各プロセスで分散
してデータを保持する 

分散して
保持する 

MPI_Reduce でProc. 0に
結果を足し合わせて送る 



 23  

内積の並列化 

Proc. 0 Proc. 1 Proc. 2 Proc. 3

MPI_Reduce で Proc.0 に集める 

sum sum sum sum

sum
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MPIコード例 
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ベクトルの定数倍と加算の並列化 

a を MPI_Bcast で全プロセスに送る 

Proc. 0 Proc. 1 Proc. 2 Proc. 3

x

y

a a a a
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連立一次方程式の前処理法 

　Krylov 部分空間法の特徴
係数行列が単位行列に近い場合，少ない反復回数で残差が収束 

連立一次方程式

Ax = b

前処理後の連立一次方程式 
前処理 

係数行列　  が単位行列に近くなるように変形！ 

Krylov部分空間反復法で，残差が収束しないことがある 
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連立一次方程式の前処理法 
係数行列 A を近似する前処理法 

これを用いて 

逆行列 A-1 を近似する前処理法 

これを用いて 
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近似逆行列前処理 
逆行列 A-1 を近似する行列 M を生成する前処理 

を最小にするように M を決定 

補足：フロベニウスノルム 

・行列 M の非零構造は，任意に選択できる
・M を密行列とすれば，M = A-1 となる 

互いに独立な n 個の最小自乗問題
のため，並列処理が可能！ 
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多項式前処理 
逆行列 A-1 の近似を A の多項式で生成する 

行列のNeumann展開による多項式生成 

より，m次までで打ち切った行列を M とすると 

・実際に行列 M は生成せず，反復法内で行列ベクトル積で計算
・行列ベクトル積の並列化により，同前処理を並列化できる 



 30  

前処理付き反復法の収束特性 
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反復法の相対残差履歴
：BiCG法， ：近似逆行列前処理付きBiCG法 
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精度混合型 Krylov 部分空間反復法 



Cell B/E や GPGPUによる計算 
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○ Cell Broadband Engine 
・1つの Power Processing Element (PPE) と
　8つの Synersistic Processing Element (SPE) から構成
・SPE は単精度計算を高速に行うことができる 

○ GPU を用用いいたた計計算算 ( GPGPU ) 

これらの性能を生かせるアルゴリズムが必要 

・多くのストリーミングプロセッサ (SP) を持つ
・Tesla C1060 では 単精度演算で 933 GFLOPS  
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Krylov部分空間法の前処理 

Krylov部分空間反反復復法の特特徴徴 
係数行列 A が単位行列に近い場合，少ない反復回数で収束 

連立一次方程式  
Ax = b

左前前処処理理  右前前処処理理  

を満たす前処理行列． 



 34  

前処理付きBiCGSTAB法 
左前前処処理理 右前前処処理理 
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精度混合型アルゴリズム 
前処理計算部分  

精精度度混混合合アアプローチ  
•  前処理計算部分  

•  その他の部分 

単精精度度計算で高速化  

倍精精度度計算を行う  倍精精度度計算  
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誤差の影響（左前処理） 

第 k ステップのの漸化式 

[1]

記号　は誤差が混入した値を表す 

[2]

[3]

[4]
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誤差の影響（左前処理） 
第 (k+1) 番目の残差ベクトル 

が満たされない！ 
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誤差の影響（右前処理） 

[1]

[2]

[3]

[4]
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誤差の影響（右前処理） 

が満たされる 



数値実験 
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量子色力学（QCD）で現れる連立一次方程式 

係数行列 A

　　行列 A の非零構造
A のサイズ : 49, 152, nnz(A) : 196, 6080.

 : スカラーパラメータ.

In : n n 単位行列,

右辺ベクトル b

連立一次方程式 : Ax = b



数値実験 
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係数行列 A

RB オーダリング

並べ替え後の行列

　　並べ替え後の非零構造
　　A のサイズ : 49, 152, nnz(A) : 196, 6080.



数値実験 
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SSOR 前処理 

SSOR 前処理 

前処理後の連立一次方程式 

解くべき連立一次方程式は 

となる． 



多項式前処理 
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行列の Neumann 展開  

行列 A が 

A-1 は A の多項式で表される． 

多多項項式式による前前処処理理行列  

m : 前処理行列 M の多項式の次数． 



数値実験 
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実験環境

実験条件

前処理部分は全て単精度によって計算を行った． 



実験結果 
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(a) 左前処理の場合.

相対残差履歴（  = 0.182，次数 m = 5）． 

: 相対残差ノルム（反復中の残差ベクトルから計算）． 
 : 真の相対残差ノルム（近似解から　　　　　　　を計算）． 
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(b) 右前処理の場合.
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実験結果 
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(a)　左前処理． (b)　右前処理． 

　　単精度前処理と倍精度前処理の反復回数比較（  = 0.15）．
　　■：単精度前処理，●：倍精度前処理． 
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実験結果 
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(a)　左前処理． (b)　右前処理． 

　　単精度前処理と倍精度前処理の反復回数比較（  = 0.17）．
　　■：単精度前処理，●：倍精度前処理． 
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実験結果 
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(a)　左前処理． (b)　右前処理． 

　　単精度前処理と倍精度前処理の計算時間比較（  = 0.15）．
　　●：単精度前処理，●：倍精度前処理． 
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実験結果 
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(a)　左前処理． (b)　右前処理． 

　　単精度前処理と倍精度前処理の計算時間比較（  = 0.17）．
　　●：単精度前処理，●：倍精度前処理． 
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実験結果 
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(a)　左前処理． (b)　右前処理． 

　　単精度前処理と倍精度前処理の真の相対残差（  = 0.15）．
　　●：単精度前処理，●：倍精度前処理． 
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実験結果 
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(a)　左前処理． (b)　右前処理． 

　　単精度前処理と倍精度前処理の真の相対残差（  = 0.17）．
　　●：単精度前処理，●：倍精度前処理． 
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まとめ 
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レポート課題 

をCRS形式で保持するプログラムを作れ． 

1. 行列 

2. CRS形式の行列ベクトル積，転置行列 (AT) ベクトル積を行う
　プログラムを作れ． 
3. 双共役勾配法のプログラムを作り，連立一次方程式Ax = b を解け．
　但し，b = A[1, 1, …, 1]T とする．行列のパラメータは，　　　　
　に設定せよ．　　　　　　　　　　を満たしたら反復を停止せよ．
4. 複数のパラメータ　 について実験し，反復過程における
　相対残差　　　　  をグラフにプロットせよ． 

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1
γ 2 1
. . .

. . .
. . .

γ 2 1
γ 2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

0 < γ < 1

‖rk‖2/‖b‖2 ≤ 1.0 × 10−10

γ

‖rk‖2/‖b‖2


